CM 2 : Dérivées, Primitives et Intégrales

Définition, calcul et applications

Hugo Rositi

Le Puy-en-Velay, le 21 septembre 2017

hugo.rositiQuca.fr

M .. Y /, ’T::("\‘l‘m\f ]nu
UNIVERSITE ultimédia
Clermont . 'Ut / ’ V\.) d'[nternet
Auvergne Université d’Auvergne

Hugo Rositi Mathématiques - 21/09/2017


mailto:hugo.rositi@uca.fr

@ Les dérivées

© Les primitives

© Les intégrales

Hugo Rositi Mathématiques - 21/09/2017 2/32



Les dérivées
Historique de la dérivation

o Fait le lien entre les courbes géométriques et
des couples arithmétiques.

@ Naissance des équations algébriques.
(Géométrie analytique)

@ Repeére cartésien

FIGURE — René Descartes,
1596-1650
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Les dérivées

Historique de la dérivation (2)
e Evolution des courbes (milieu du XVII siécle).
@ Mesure de pentes.

o Bataille pour la paternité de la théorie.

A

y
y = f(x)

a b
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Les dérivées
Historique de la dérivation (3)

FIGURE — Gottfried Wilhelm Leibniz,
FIGURE - Isaac Newton, 1642-1727 1646-1716

@ Découvre le calcul différentiel o Découvre le calcul différentiel
en 1665. en 1675.

@ 1687 : Publie son Philosophiae e Publie peu de temps aprés
naturalis principia mathematica. 1684—1686.
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Les dérivées

Définition de la dérivée

Définition géométrique
Coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de la
fonction étudiée.

Définition algébrique
. f(x)—f(a) df(x) dy
fl = I = = —
(2) el X—a dx dx

Tangente a un point

Equation de la tangente au point a

y =f'(a)(x—a)+f(a)
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Les dérivées
Propriétés de la dérivée

Vf,g € C! (continues et dérivables)
Linéarité (af) = af’ VaeR
Quelles que soient

: 1 _ gl /
Produit (fg) =flg+fg les fonctions f et g.
. e I ient f dérivabl
Quotient (g), _f gg2fg Quelles que sou:ent dérivable
et g qui ne s’annule pas.

Quelles que soient f

£ ! _ gl /
Composée | (gof) = fx (g of) et g, dérivables et composables.
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Fonction f(x)

Fonction dérivée f'(x)

k eR 0
X 1
a.x a
x° 2x
x".neZ n.x"1
1 _1
X X2
vx e
cos(x) —sin(x)
sin(x) cos(x)
tan(x) cOS%(X):: 1+ tan?(x)
exp(x) exp(x)
In(x) T
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Dérivées des fonctions usuelles
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Les dérivées
Exemple de calcul de dérivée

f(x) =x° —x? +112
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Les dérivées
Exemple de calcul de dérivée

f(x) =x° —x? +112

o f/(x) =5x*+---
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Les dérivées
Exemple de calcul de dérivée

f(x) =x° —x? +112

o f/(x) =5x*+---
o f/(x) =5x*—2x+ .-
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Les dérivées
Exemple de calcul de dérivée

f(x) =x° —x? +112
o f/(x) =5x*+---

o f/(x) =5x*—2x+ .-
o f/(x) =5x*—2x+0

Hugo Rositi Mathématiques - 21/09/2017 9/32



Les dérivées
Exemple de calcul de dérivée

f(x) = x> — x? +112

o f'(x) =5x*+--.
o f'(x) =5x* —2x+---

o f'(x) =5x*—-2x+0
X2
g(x) = 20x3 + 3 23
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Les dérivées
Exemple de calcul de dérivée

f(x) = x> — x? +112

f'(x) = 5x* + - -
f(x) =5x* —2x + -+~
f'(x) =5x* —2x+0

2
g(x) = 20x3 + % -23

o g'(x) =20.3x2+ -
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Les dérivées
Exemple de calcul de dérivée

f(x) = x> — x? +112

o f'(x) =5x*+--.
o f'(x) =5x* —2x+---
o f'(x) =5x*—-2x+0

2
g(x) = 20x3 + % -23

g'(x) =203x% +--.
_ 2 2x
g'(x) =60x"+ 5 +---
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Les dérivées
Exemple de calcul de dérivée

f(x) = x> — x? +112

o f'(x) =5x*+--.
o f'(x) =5x* —2x+---
o f'(x) =5x*—-2x+0

2
g(x) = 20x3 + % -23

g'(x) =203x% +--.
_ 2 2x
g'(x) =60x"+ 5 +---
— 2 2x
g'(x) =60x"+5+0
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Les dérivées
Evolution d'une courbe

Fonction croissante

Une fonction f : Iy — I, est dite croissante si :

Vx,y eli,x <y <= f(x) <f(y)
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Les dérivées

Evolution d'une courbe

Fonction croissante

Une fonction f : I; — I, est dite croissante si :

Vx,yeli,x<y < f(x) <f(y)

Fonction décroissante

Une fonction f : I; — I> est dite décroissante si :

Vx,y €eli,x <y < f(x) > f(y)
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Les dérivées

Evolution d'une courbe

Fonction croissante

Une fonction f : I} — I, est dite croissante si :

Vx,y €1, x <y < f(x) < f(y)

Fonction décroissante

Une fonction f : Iy — I est dite décroissante si :

Vx,y €1, x <y < f(x)>f(y)

v
Fonction constante

Une fonction f : 1 — I, est dite constante si :

Vx,y el x#y < f(x)=f(y)

A\
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Les dérivées

Evolution d'une courbe

La dérivée d'une fonction, permet de déterminer I'évolution de la courbe.

Fonction croissante

Une fonction croissante sur une partie de son ensemble de définition aura
une dérivée positive sur cet ensemble.

V.
Fonction décroissante

Une fonction décroissante sur une partie de son ensemble de définition
aura une dérivée négative sur cet ensemble.

V.

Fonction constante

Une fonction constante sur une partie de son ensemble de définition aura
une dérivée nulle sur cet ensemble.
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Les dérivées

Fonction croissante

FIGURE — Courbe représentative de la fonction f(x) = 5x

e f'(x) =5 donc positive
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Les dérivées

Fonction décroissante

0.5

—0.5

FIGURE — Courbe représentative de la fonction f(x) = —3x

e f’(x) = —3 donc négative
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Les dérivées

Fonction constante

FIGURE — Courbe représentative de la fonction f(x) =2

e f’(x) =0 donc nulle
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Les dérivées
Exemple d'étude de fonction

f(x) = x> —6x+ 4
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Les dérivées
Exemple d'étude de fonction

f(x) = x> —6x+4

Q f(x)=2x—6
@ f'(x) s'annule pour x = 3.

@ f'(x) >0 pour x >3 et f(x) <0 pour x < 3.
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Les dérivées
Exemple d'étude de fonction

f(x) =x>—6x+4

Q f(x)=2x—6
@ f'(x) s'annule pour x = 3.

© f'(x) >0 pour x >3 et f(x) <0 pour x < 3.

X —00 3 400
f'(x) - o + |\ e
f(x) N -5
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Les dérivées
Second exemple

4
g(x):6x+;+2
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Les dérivées
Second exemple

4
g(x):6x+;—|—2

Qg (x)=6-3%

@ g'(x) s'annule pour x; 2 = i\/g.

Q g'(x) >0, pour x > %,XS—\/g

Q g'(x) <0 pourxe {— \/g; \/a\{O}
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Les dérivées
Second exemple

4
g(x):6x+;—|—2

0 g(x)=6-%

@ g'(x) s'annule pour x1 2 = :t\[

9 g'(x) >0, pourx>\[,x< \[
Q g'(x) <0 pourxe {— \/g; \/%\{O}
X — —\/g 0 % 400

f'(x) + ) - - 0 +
f(x) / NN /
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Les dérivées

Applications

@ Biologie : dynamique des populations e.g. éléphants.
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(=) vées

Applications

@ Biologie : dynamique des populations e.g. éléphants.

8000
7000
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u} T T T
_1000 2P0 1920 1940 1960 1980 2000 2020

FIGURE — Evolution de la population d'éléphants dans une région africaine
selon les années.
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Les dérivées

Applications

@ Biologie : dynamique des populations e.g. éléphants.

@ Physique : variation de grandeur (vitesse, accélération, etc.).
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Les dérivées

Applications

@ Biologie : dynamique des populations e.g. éléphants.
@ Physique : variation de grandeur (vitesse, accélération, etc.).

o Economie : optimisation de cofit et de bénéfices.
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Les dérivées

Applications

o Biologie : dynamique des populations e.g. éléphants.
@ Physique : variation de grandeur (vitesse, accélération, etc.).
e Economie : optimisation de coiit et de bénéfices.

@ Informatique : détection de contours.

FIGURE — Recherche des contours sur une image
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Les primitives
Les primitives

Définition
La primitive F d'une fonction f définie et continue sur l'intervalle | est
définie comme suit :

Vx € I, F'(x) = f(x).

Remarque
La fonction F est définie et dérivable sur | et sa dérivée est la fonction f.

Sémantiquement

On peut dire que la primitive est le contraire de la dérivée.
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Les primitives

Primitives des fonctions usuelles

sin(x) cosX(x)
—cos(x) | sin(x)
exp(x) | exp(x)
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Les primitives

Exemples

f(x) = 6x° — 3x2 + 12
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Les primitives
Exemples

f(x) = 6x° — 3x2 + 12

o F(x)=xb5+...
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Les primitives
Exemples

f(x) = 6x° — 3x2 + 12

o F(x)=xb5+...
o F(x)=x0—x3+...
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Les primitives
Exemples

f(x) = 6x° — 3x2 + 12

o F(x)=xb5+...
o F(x)=x0—x3+...
o F(x)=x0—x3412x+---

Hugo Rositi Mathématiques - 21/09/2017 20/32



Les primitives
Exemples

f(x) = 6x° — 3x2 + 12
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Les primitives
Exemples

f(x) = 6x° — 3x + 12

g(x) = x* +2x°
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Les primitives
Exemples

f(x) = 6x° — 3x + 12

o F(x)=x%+

o F(x)=x5—-x3+

o F(x)=xb—x34+12x+ -

o F(x)=xb—x34+12x+¢
g(x) = x* +2x°

° G(x):’g—i—
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Les primitives
Exemples

f(x) = 6x° — 3x + 12

o F(x)=x%+

o F(x)=x5—-x3+

o F(x)=xb—x34+12x+ -

o F(x)=xb—x34+12x+¢
g(x) = x* +2x°

o G(x)=% +-

°o G(x) =% +2 4
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Les primitives
Exemples

f(x) = 6x° — 3x + 12

o F(x)=x%+

o F(x)=x5—-x3+

o F(x)=xb—x34+12x+ -
o F(x)=xb—x34+12x+¢

g(x) = x* +2x°

o G(x)=% +-
°o G(x)=% + 2 1.
o G(x) =% +2 1
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Les intégrales

Intégration

Contexte général
@ Le calcul des intégrales est fondamental dans de nombreux domaines
tels que la mesure des grandeurs (longueur de courbe, aire, flux,
volume, etc.) ou encore le calcul des probabilités (densité de

probabilités).

Contexte géométrique
@ En mathématiques, le calcul de I'intégrale d'une fonction peut se
voir comme le calcul de I'aire sous la courbe représentative de cette

fonction.
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Les intégrales

Intégration

Contexte général
@ Le calcul des intégrales est fondamental dans de nombreux domaines
tels que la mesure des grandeurs (longueur de courbe, aire, flux,
volume, etc.) ou encore le calcul des probabilités (densité de

probabilités).

Contexte géométrique
@ En mathématiques, le calcul de I'intégrale d'une fonction peut se
voir comme le calcul de I'aire sous la courbe représentative de cette

fonction.

Définition mathématiques
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Les intégrales
Représentation visuelle

A

y

FIGURE — Intégrale de la fonction f(x), représentée par |'aire sous la courbe.

Hugo Rositi Mathématiques - 21/09/2017 22/32



Les intégrales

Exemple de calcul

6
/ 3x2dx
2
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Les intégrales
Exemple de calcul
6
/ 3x2dx
2

O Quelle est la primitive de f(x) = 3x2?
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Les intégrales
Exemple de calcul
6
/ 3x2dx
2

O Quelle est la primitive de f(x) = 3x2?

Q F(x)=x3
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Les intégrales
Exemple de calcul
6
/ 3x2dx
2

O Quelle est la primitive de f(x) = 3x2?
Q F(x)=x3

© F(6)=63=216; F(2)=23=38
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Les intégrales
Exemple de calcul
6
/ 3x2dx
2

O Quelle est la primitive de f(x) = 3x2?
Q F(x)=x3

© F(6)=63=216; F(2)=23=38

0 [P F(x)dx = [x3]6 — F(6) — F(2) = 216 — 8 = 208
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Les intégrales

Signe de l'intégrale

=-3.33

FIGURE — Intégrale de la fonction f(x) = x> — 2 sur I'intervalle | = [~1;1]
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Les intégrales

Signe de l'intégrale

FIGURE — Intégrale de la fonction f(x) = x> — 2 sur I'intervalle | = [~1;1]

1
/ x% — 2 dx
-1
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Les intégrales
Signe de l'intégrale

FIGURE — Intégrale de la fonction f(x) = x> — 2 sur I'intervalle | = [~1;1]

1
/ x% — 2 dx
-1

° F(x):x—;—ZX—I—O
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Les intégrales
Signe de l'intégrale

FIGURE — Intégrale de la fonction f(x) = x> — 2 sur I'intervalle | = [~1;1]

1
/ x% — 2 dx
-1

10
=W~ 333

(]
|
—~
—_
~
[
T
—~~
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[y
I
|
wlo
[
wla
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Les intégrales
Signe de l'intégrale

FIGURE — Intégrale de la fonction f(x) = x> — 2 sur I'intervalle | = [~1;1]

1
/ x% — 2 dx
-1

@ On dira que l'aire sous la courbe est négative.
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Les intégrales
Propriétés des intégrales

o [7f(x)dx=0
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Les intégrales
Propriétés des intégrales

o [7f(x)dx=0

o [7f(x)dx= —fab f(x) dx
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Les intégrales
Propriétés des intégrales

o [7f(x)dx=
o [7f(x) dx:—fabf(x) dx

° f f(x) dx + [; f(x) dx = [5 f(x) dx (relation de Chasles)
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Les intégrales
Propriétés des intégrales

o [7f(x)dx=
o [7f(x)dx= —fab f(x) dx
° fab f(x) dx + [; f(x) dx = [; f(x) dx (relation de Chasles)

o Vk e R, fab k.f(x) dx = kf f(x) dx (linéarité)
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Les intégrales
Propriétés des intégrales

o [7f(x)dx=
o [7f(x)dx= —fab f(x) dx
° fab f(x) dx + [; f(x) dx = [; f(x) dx (relation de Chasles)

o Vk e R, fab k.f(x) dx = kf f(x) dx (linéarité)

° fab (f(x) + g(x)) dx = fab f(x) dx + fabg(x) dx (linéarité)
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Les intégrales
Intégration par parties

Soient u, v deux fonctions de C! (e.g. continues et dérivables sur [a; b]).
Alors on a :

Intégration par parties (ipp.)
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'une ipp.

™

S= /3 x cos(x) dx
0
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'une ipp.

™

S= /3 x cos(x) dx
0

@ Procédons par une ipp. avec u(x) = x et v/(x) = cos(x)
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'une ipp.

™

S= /3 x cos(x) dx
0
@ Procédons par une ipp. avec u(x) = x et v/(x) = cos(x)

e S= [Xsin(x)] — f0§ sin(x) dx

O wy
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'une ipp.

™

S= /3 x cos(x) dx
0

@ Procédons par une ipp. avec u(x) = x et v/(x) = cos(x)

O wy

e S= [Xsin(x)] — f0§ sin(x) dx

@r‘
=

= 3.sin(3) - 0=

O w3y

° [x sin(x)]

27/32
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'une ipp.

™

S= /3 x cos(x) dx
0
@ Procédons par une ipp. avec u(x) = x et v/(x) = cos(x)

: - f0§ sin(x) dx

(]
)
I
L
X
v,
o}
—
X
N—r
—_
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'une ipp.

™

S= /3 x cos(x) dx
0
@ Procédons par une ipp. avec u(x) = x et v/(x) = cos(x)

- f0§ sin(x) dx

O wy

e S= [Xsin(x)]

O w3y

— I.sin(3)—0=m03

° [x sin(x)]

- cos(x)]f =—3-(-1)=1

—

° fog sin(x) =

e S=

o
S
N =
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Les intégrales

Changement de variables

Soit f une fonction continue sur [a; b] et ¢ une fonction continue et
dérivable. Alors par changement de variable on a :

Changement de variable x = ¢(t)

©(b) b
/ F(x) dx = / (1) ((1)) dt
©(a) a
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'un changement de variable

S= /2 cos(2x) dx
0
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'un changement de variable

S= /2 cos(2x) dx
0

@ Procédons par un changement de variable avec ¢(t) = 2t et
f = cos(t).
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'un changement de variable

S = /2 cos(2x) dx
0

@ Procédons par un changement de variable avec ¢(t) = 2t et
f = cos(t).

S :/0 f(e(x)) dx
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'un changement de variable

S = /2 cos(2x) dx
0

@ Procédons par un changement de variable avec ¢(t) = 2t et
f = cos(t).

S :/0 f(e(x)) dx

o 5 =1 J5 2.F(p(x)) dx
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'un changement de variable

S = /2 cos(2x) dx
0

@ Procédons par un changement de variable avec ¢(t) = 2t et
f = cos(t).

S :/0 f(e(x)) dx

o 5 =1 J5 2.F(p(x)) dx
o S=1 [ cos(x) dx
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Les intégrales

Exemple d'utilisation d'un changement de variable

S = /2 cos(2x) dx
0

@ Procédons par un changement de variable avec ¢(t) = 2t et
f = cos(t).

S :/0 f(e(x)) dx
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Les intégrales

Filtrage en image

F1GURE — Fonction
gaussienne en 2D

Opération de convolution :

FI1GURE — Filtrage d'une image par un noyau gaussien

Filtrage par un noyau.
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Les intégrales
Filtrage en image

F1GURE — Fonction
gaussienne en 2D

Opération de convolution : ) ' ) )
. FI1GURE — Filtrage d'une image par un noyau gaussien
Filtrage par un noyau.

Produit de convolution

Le produit de convolution est défini par la formule :

+oo
(Fx)) = [ Flx= (o) de

—0o0
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Les intégrales

En cheminant avec Kakeya

En cheminant
Kak
avec Rakeya @ Prix tangente 2015

Voyage au cceur
des mathématiques

@ De la dérivation au calcul
intégral (pp. 25-67)

o Site de I'éditeur—Compléments
— Version PDF
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http://catalogue-editions.ens-lyon.fr/fr/livre/?GCOI=29021100106220
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